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光学非球面坐标测量中位姿误差的分离与优化
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摘要：在开发了一种专用非球面坐标测量机的基础上，分析了测量系统与工件在空间６个自由度上的相对位姿误差的关

系，建立了位姿误差的数学模型。利用模型参数估计的方法，建立了测量数据与名义面形之间基于最小二乘法的优化模

型，得到了上述位姿误差的最小二乘估计，并据此对工件面形误差测量结果进行校正，消除了位姿误差的影响，提高了测

量结果的可信度与精度，最终使测量系统精度达到０．５μｍ，重复精度优于０．３μｍ。
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１　引　言

　　随着空间探测技术、新型激光武器装备的发

展以及武器装备信息化需求的日益提高，各种中、

大型及高陡度非球面光学零件越来越显现出广阔

的应用前景［１３］。然而，高精度的非球面检测技术

一直是一个难点，是制约非球面进一步广泛应用

的瓶颈。其中加工过程中面形误差的检测在很大

程度上决定了最终面形的收敛精度和效率。坐标



测量方法是现阶段较为常用的检测手段。为此，

本文研制开发了一种专用非球面形接触式测量系

统，通过测量非球面的多条母线（子午截线）来实

现对非球面形的检测。系统主要通过高精度气浮

导轨实现水平运动测量运动，通过精密气浮转台

实现对被测非球面的精确分度，通过点位式测量

方式实现非球面形的检测［３］。

然而在实际的测量系统中由于工件安装不精

确使被测工件表面坐标系与测量坐标系之间总是

不可能完全重合，从而在测量结果中引入了位姿

误差的影响，同时对应于不同的测量截线工件都

具有不同的位姿误差。因此要准确地表达面形误

差就必须在数据处理时调整测量坐标系使之与工

件表面坐标系一致，消除上述位姿误差的影

响［４６］。虽然目前关于复杂曲面误差检测和评定

中设计曲面与测量曲面的匹配方法的研究较多，

但大部分都不能满足光学镜面的精度要求［７］。

针对这一问题，本文提出了一种基于模型参

数估计的位姿误差分离优化方法，得到了位姿误

差最小二乘意义下的最优估计，消除位姿误差对

测量结果的影响，提高了测量精度。

２　位姿误差的分析与建模

　　研制的专用非球面接触式测量系统如图１所

示［３］。

图１　测量原理示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｅｔｕｐ

基于模型参数估计的误差分离技术主要包含

两项内容：一是准确地建立关于被测面形和位姿

误差关系的数学模型；二是精确地估计出位姿误

差的大小和方向并从测量结果中分离出去［８］。对

测量系统进行精度与误差分析，建立准确的位姿

误差数学模型是进行位姿误差分离的第一步。

空间三维坐标系下最多存在６个自由度上的

位姿误差，（犲狓，犲狔，犲狕）和（α狓，α狔，α狕）分别是沿犡，

犢，犣轴的平移误差和绕犡，犢，犣轴的角度误差。

对于回转对称二次非球面而言，α狕＝０，同时不妨

假设测量坐标系的原点总是在工件表面上，简化

后的模型如图２所示
［９１１］，其中犗犡犢犣为工件坐

标系，犗１犡１犢１犣１ 为测量坐标系。

图２　位姿误差模型图
［９１１］

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｐｏｓｔｕｒｅｅｒｒｏｒｓ

２．１　测量坐标系原点沿犡轴方向平移误差犲狓

理想条件下非球面测量截线方程为［１］：

　
犣（狓，狔）＝

犮（狓２＋狔
２）

１＋ １－（１＋犽）犮２（狓２＋狔
２

槡 ）
，

　　　　　　狔＝

烅

烄

烆 ０

（１）

其中犮是顶点曲率，犮＝１／犚，犚为顶点曲率半径，犽

是二次曲线常数。

　　存在误差犲狓 后

犣狓（狓，犲狓）＝
犮（狓＋犲狓）

２

１＋ １－（１＋犽）犮２（狓＋犲狓）槡
２
， （２）

由此引起的测量误差为

δ犣狓＝犣狓（狓，犲狓）－犣（狓）＝

犚－ 犚２－（１＋犽）（狓＋犲狓）槡
２

１＋犽
－
犚－ 犚２－（１＋犽）狓槡

２

１＋犽
≈

２狓犲狓＋犲
２
狓

２ 犚２－（１＋犽）狓槡
２
　． （３）

２．２　测量坐标系原点沿犢轴方向平移误差犲狔

理想条件下，在投影平面犡犢内多条测量母

线相交于犗 点。然而，在实际测量系统中，测量

截线总是难以通过工件中心，同时工件中心与回

转中心之间是不重合的，从而形成对中误差，如图

３所示。
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图３　对中误差示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｅｃｃｅｎｔｒｉｃｉｔｙｅｒｒｏｒ

假设回转中心点为犗２，工件中心点为犗，偏

心量为δ＝｜犗２－犗｜，测量截线为犃犅，与回转中

心犗２ 之间的距离为犪，测量时工件转动方向为逆

时针转动，则对中误差可以表示为式（４），其中狀

是测量截线的数目。

　　犲狔＝犪＋δｓｉｎ
犼－１
狀（ ）π ，犼＝１…狀． （４）

理想条件下的测量轨迹为式（１），存在犲狔 后的测

量轨迹为：

犣狔（狓，犲狔）＝
犆（狓２＋犲２狔）

１＋ １－（１＋犽）犆２（狓２＋犲２狔槡 ）
， （５）

由犲狔 引入的测量误差可以表示为：

δ犣狔＝犣狔（狓，犲狔）－犣（狓）≈
犲２狔

２ 犚２－（１＋犽）狓槡
２
≈

犲２狔
２犚
＋
（１＋犽）犲２狔
４犚３

狓２＝δ犣狔１＋δ犣狔２， （６）

由式（６）可以看出，对中误差带来的影响可以分为

两项δ犣狔１＝
犲２狔
２犚
和δ犣狔２＝

（１＋犽）犲２狔
４犚３

狓２，其中δ犣狔１是

一个常数项，δ犣狔２具有离焦误差的形式，对于抛物

面而言，由于犽＝－１，只有δ犣狔１。显而易见，δ犣狔２

δ犣狔１，δ犣狔１是主要误差分量。同时由式（４）可

知，对于不同的测量截线，δ犣狔１是不相等的。

２．３　测量坐标系与工件坐标系绕犢轴的偏角α狔

假设测量坐标系与工件坐标系绕犢 轴的偏

角为α狔，理想测量轨迹为式（１），存在α狔 后为

狓α狔＋犣α狔＝
犚－ 犚２－（１＋犽）（狓－犣α狔α狔）槡

２

１＋犽

犣α狔＝
犚－ 犚２－（１＋犽）（狓－犣α狔α狔）槡

２

１＋犽
－狓α狔

由于犣α狔狓，犪狔≈ε，因此可以得到

δ犣α狔≈狓α狔． （７）

２．４　测量坐标系与工件坐标系绕犡轴的偏角α狓

假设理想非球面方程为（犡，犢，犣），存在偏角

α狓 后的非球面方程（犡α狓，犢α狓，犣α狓）由坐标的旋转

矩阵可以得到

　　

犡α狓

犢α狓

犣α

熿

燀

燄

燅狓

＝

１ ０ ０

０ 　ｃｏｓα狓 ｓｉｎα狓

０ －ｓｉｎα狓 ｃｏｓα

熿

燀

燄

燅狓

犡

犢

熿

燀

燄

燅犣

， （８）

由于α狓≈ε，因此不妨假设ｃｏｓα狓≈１，ｓｉｎα狓≈α狓，

则由式（１）和式（８）可以得到存在偏角α狓 后的测

量截线方程为：

犡α狓＝犡

犢α狓＝犢ｃｏｓα狓＋犣ｓｉｎα狓≈犢＋犣α狓

犣α狓＝－犢ｓｉｎα狓＋犣ｃｏｓα狓≈－犢α狓＋

烅

烄

烆 犣

即 δ犣α狓＝犣α狓－犣≈－犢α狓． （９）

如图２所示，由于截线测量时通常为犢＝０，

因此在同样的偏角幅值下，δ犣α狓犣α狔，为了简化

模型将误差α狓 忽略不计。将上述分析总结，可以

表示为下表：

表１　位姿误差影响关系表

Ｔａｂ．１　Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｐｏｓｔｕｒｅｅｒｒｏｒｓ

测量坐标系相对工件

坐标系位姿误差
测量误差

沿犡轴方向平移犲狓

δ犣狓＝犣（狓，犲狓）－犣（狓）≈

２狓犲狓＋犲
２
狓

２ 犚２－（１＋犽）狓槡 ２

沿犢 轴方向平移犲狔

δ犣狔＝犣狔（狓，犲
２
狔）－犣（狓）≈

犲２狔
２犚
＋
（１＋犽）犲２狔
４犚３

狓２

绕犢 轴转角α狔 δ犣α狔≈狓α狔

绕犡轴转角α狓 在小角度下误差很小，可忽略

在测量过程中，实际的工件位姿误差大小是

未知的，根据表１的分析，各种位姿误差以某种确

定的关系影响测量结果，因此可用参数估计的方

法从测量结果中估计位姿误差，从而获得更接近

真实的面形评价结果。考虑到实际加工中非球面

顶点曲率半径犚与名义值之间存在误差，因此将

犚也作为模型参数估计的被估参数，最终形成被

估参数（犲狓，犲狔，α狔，犚）。

３　基于模型参数估计的误差分离算法

　　 基于模型参数估计的位姿误差的分离过程
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如图４所示
［９］，首先将测量数据进行预处理去除

其中的粗大误差点，并给定位姿误差的初始估计

值，利用下面建立的位姿误差数学模型进行优化

求解，得到其最优估计并从测量结果中分离出去，

得到真实的面形误差数据。

图４　基于模型参数估计的位姿误差分离原理框图

Ｆｉｇ．４　Ｆｌｏｗｂｌｏｃｋｏｆｅｒｒｏｒｓｅｐａｒａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｍｏｄ

ｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

假设理想非球面形为（犡，犢，犣），测量工件表

面狀条截线，包含位姿误差的测量数据为（犡犿，

犢犿，犣犿），其中犲狓＝［犲狓１，犲狓２，…，犲狓狀］，犲狔＝［犲狔１，犲狔２，

…，犲狔狀］，α狔＝［α狔１，α狔２，…，α狔狀］，相应的转换矩阵为

犜＝［犜１，犜２，…，犜狀］。以下式为目标函数，它表示

两组数据点集之间距离的平方和，当目标函数取

得最小值时就得到被估参数的最小二乘意义下的

最优估计（^犲狓，^犲狔，^α狔，^犚）
［７］。

犉＝∑
犿

犼＝１

狘犜犙犼－犘犼狘
２
＝∑

犿

犼＝１

狘犘犼′－犘犼狘
２ ，

（１０）

式中，犙犼＝［犡犼，犢犼，犣犼，１］
Ｔ 为实测数据点坐标；

犘犼′＝［狓犼′，狔犼′，狕犼′，１］
Ｔ，犘犼′＝犜犙犼 为经过转换后

的实测点坐标；犘犼＝ 犡犿犼，犢
犿
犼，犣

犿
犼，［ ］１ Ｔ 为理想数

据点的坐标，定义为理想曲面上距离犘犼′最近点的

坐标（投影点）；

犜为包含位姿误差的变换矩阵，定义为

　　犜犻＝

ｃｏｓα狔犻 ０ ｓｉｎα狔犻 犲狓犻

０ １ ０ 犲狔犻

－ｓｉｎα狔犻 ０ ｃｏｓα狔犻 犔犻

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

， （１１）

其中犔犻＝
犮（犲２狓＋犲

２
狔）

１＋ １－（１＋犽）犮２（犲２狓＋犲
２
狔槡 ）
（犻＝１，…，狀），

式（１０）也可以表示为犉＝犳（犲狓，犲狔，α狔，犚），为得到

最小二乘参数（犲狓，犲狔，α狔，犚），理论上只需令：

犳（犲狓，犲狔，α狔，犚）

犲狓
＝０

犳（犲狓，犲狔，α狔，犚）

犲狔
＝０

犳（犲狓，犲狔，α狔，犚）

α狔
＝０

犳（犲狓，犲狔，α狔，犚）

犚
＝

烅

烄

烆
０

， （１２）

这实际上是一个目标函数为非线性函数的较为复

杂的无约束优化求解问题。同时也可以看到目标

函数是以经过误差补偿后的测量点与其在理想曲

面上的投影点之间的距离最小进行优化，因此未

考虑测量系统本身的随机误差，而是利用最小二

乘法抑制其影响，试验也证明这样是可行的。

同时，位姿误差的初始值对目标函数能否优

化成功具有重要影响，为此本文采取了全局优化

的方法，即根据建立的单条截线测量的位姿误差

模型，针对多条截线测量结果，以工件顶点为基准

点，将包含不同位姿误差的所有测量截线数据联

立，形成以各条截线位姿误差、离焦误差为参数的

面形测量结果表示，建立以该测量结果与其在理

想曲面上的投影点之间的距离之差的均方根为最

小的目标函数。与每条截线独立进行优化计算相

比，沿任一路径的误差传播机会都会受到其他路

径的约束，能够更好地抑制优化估计误差的传播，

得到合理的三维面形误差数据。然而其代价是随

着测量截线数狀的增大，优化变量的个数（３狀＋１）

也将增大，因此会增加问题的复杂性，利用 ｍａｔ

ｌａｂ中相应的求解算法可以实现对较多优化变量

的同时求解。

４　测量实验

　　为验证算法的有效性，同时为了能够用干涉

仪校准仪器，实验中采用了精抛后的小尺寸工件。

对口径犇＝１００ｍｍ，犚＝１０００ｍｍ的抛物面镜进

行了测量，并与干涉测量结果进行了比较。其中

测量步长为５ｍｍ，测量截线１２条。消除位姿误

差前，接 触 式 测 量 结 果 为 面 形 误 差 ＰＶ＝

４．１２μｍ，ＲＭＳ＝０．８３μｍ，顶点曲率半径犚＝

９８９．２６ｍｍ。消除位姿误差后 ＰＶ＝３．７９μｍ，

ＲＭＳ＝０．６４μｍ，顶点曲率半径犚＝９８６．０９ｍｍ。

干涉测量结果为面形误差ＰＶ＝３．４６μｍ ，ＲＭＳ

＝０．５５μｍ。图５（ａ）和（ｂ）分别是优化前后的测

量截线；可以看出，消除位姿误差前各个测量截线
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具有不同的位姿误差，消除位姿误差后各个截线

趋于一致，也即表明其坐标系趋于一致。图６所

示为测量口径犇＝５００ｍｍ，犚＝１０００ｍｍ的抛物

面一条截线消除位姿误差前后的截线误差结果。

图７是测量口径为５００ｍｍ抛物面镜的照片。

（ａ）优化以前的１２条测量截线

（ａ）１２ｍｅｒｉｄｉａｎｓｂｅｆｏｒｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

（ｂ）优化以后的１２条测量截线

（ｂ）１２ｍｅｒｉｄｉａｎｓａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

图５　优化前／后的１２条测量截线

Ｆｉｇ．５　１２ｍｅｒｉｄｉａｎｓｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

（ａ）消除位姿误差前

（ａ）Ｒｅｓｕｌｔｂｅｆｏｒｅｅｌｉｍｉｎａｔｉｎｇｐｏｓｔｕｒｅｅｒｒｏｒｓ

（ｂ）消除位姿误差后

（ｂ）Ｒｅｓｕｌｔａｆｔｅｒｅｌｉｍｉｎａｔｉｎｇｐｏｓｔｕｒｅｅｒｒｏｒｓ

图６　消除位姿误差前／后的结果

Ｆｉｇ．６　Ｒｅｓｕｌｔｓｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｅｌｉｍｉｎａｔｉｎｇｐｏｓｔｕｒｅｅｒｒｏｒｓ

图７　测量系统实物图

Ｆｉｇ．７　Ｐｈｏｔｏｇｒａｐｈｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｅｔｕｐ

５　结　论

　　在光学非球面的坐标检测中，一方面，通过改

善硬件设备来提高测量精度；另一方面，采取合理

的数据处理算法消除测量数据中包含的相对位姿

误差等因素的影响，也是提高测量精度的一个重

要手段。本文在开发了光学非球面专用坐标测量

机的基础上，系统地分析了测量系统与被测工件

之间相对位姿误差的影响和数学模型，抓住其以

某种确定的关系影响测量结果的特点，建立了基

于模型参数估计的位姿误差分离与优化方法，优

化得到了相对位姿误差的最小二乘估计，据此消

除其对测量结果的影响，有效地提高了测量结果

的可信度和精度，最终使测量系统达到重复精度

为０．３μｍ，精度为０．５μｍ。
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